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Тема: Методы решения дифференциальных уравнений 
Решение с помощью рядов Тейлора. 

Если функция f(x) обладает на промежутке (х0,х) производными до 
(n+1) порядка включительно, то функция может быть разложена в ряд  
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е ξ– остаточный член, если его представить по аналогии через 
производную, то в форме Лагранжа. 

Ряд без остаточного члена называется рядом Тейлора. 
Преобразуем ряд Тейлора в формулу конечных приращений 
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где Δх=х-х0. 
Практически мы получили итерационную формулу, поскольку по 

ней можно просчитать значения функции на заданном интервале. 
Достоинство ряда (1) в том, что с его помощью можно получить 
аналитическое решение дифференциального уравнения.  

Дано дифференциальное уравнение )()(' xxf ϕ=  при начальных 
условиях х=х0, у=у0. 

Продифференцировав n раз зависимость )()(' xxf ϕ= , получим 
выражения в алгебраическом виде для коэффициентов ряда Тейлора. 

Пример 1. С помощью ряда Тейлора найти решение дифф. 
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Достоинство этого метода в возможности получения аналитического 
решения. 

Недостатки: 
1. Переменные должны быть разделены. 
2. Зависимость д.б. дифференцируема достаточно высокое число 

раз и требуется брать и вычислять производные высоких 
порядков. 

3. Погрешность решения очень мала для начала интервала и резко 
возрастает у конца, т.е. погрешность неравномерна на всем 
интервале решения. 

 
Метод Эйлера. 
Дано дифференциальное уравнение ),(' yxfy =  при начальных 

условиях х=х0, у=у0. 
Требуется найти его решение в некотором промежутке х0,х. 
Делим этот промежуток на n частей (равных или неравных, чаще 

равных). 
На участке (х0,х1) полагаем 

)(),( 0000 xxyxfyy −⋅+=  
т.е. вместо искомой интегральной 
кривой М0К0 берем ее касательную 
М0М1. 

В точке х1 получаем 
приближенное значение искомого 
решения  

)(),( 010001 xxyxfyy −⋅+= . 
Далее повторяем на участке 

(х1,х2)  
)(),( 1111 xxyxfyy −⋅+=  

т.е. вместо искомой интегральной кривой М0К0 берем ее касательную 
М1М2 к интегральной кривой М1К1. При этом возникает двойная 
погрешность. 

Продолжаем процесс, для точки хi получаем приближенное значение 
искомого решения  

xyxfyy iiii Δ⋅+=+ ),(1 .   (2) 
Формула (2) – формула итерац. процесса по методу Эйлера. 
Достоинство: более общий вид ДУ, без разделения переменных 

 



Недостатки: низкая точность, высокая погрешность, 
пропорциональная квадрату шага по х. Погрешность равномерно растет 
на интервале решения. Уменьшить ее можно, уменьшив шаг по х, но 
возрастет число шагов итерации. 

 
Модифицированный метод Эйлера. 
Второго порядка точности, погрешность пропорциональна кубу 

шага по х. 
Итерационные формулы имеют вид: 
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Метод Рунге-Кутта 2 порядка. 
(другое название «предиктор-корректор») 
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Первая из формул этого метода предсказывает грубое значение по 
методу Эйлера, а вторая формула уточняет (корректирует) решение. 
Локальная погрешность данного метода пропорциональна кубу шага по 
х. 

 
Метод Рунге-Кутта 4 порядка. 
(наиболее применим на практике) 
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Локальная погрешность данного метода пропорциональна пятой 
степени шага по х. 

Метод Адамса. 

Известны с шагом Δх приближенные решения задачи 
iini yyy ,,.., 1−− . 

При разложении в ряд Тейлора погрешность составляла величину, 
равную многочлену Лагранжа. Метод Адамса основан на использовании 
этого остаточного члена. 

Формула должна была бы принять вид 
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Интерполяционный многочлен Лагранжа степени n  
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Тогда итерационная формула метода Адамса принимает вид 
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определяются из выражения  
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и являются вполне определенными постоянными 
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Локальная погрешность данного метода пропорциональна пятой 
степени шага по х. 

Недостаток: метод Адамса требует знания приближенного решения 
в нескольких точках. 

 
 



Тема (продолжение): Методы решения дифференциальных 
уравнений 

Сравнение методов решения дифф. уравнений 
Каждый из рассмотренных методов интегрирования 

характеризуется порядком. Что это за величина? Все методы основаны 
на использовании разложения функции в ряд Тейлора. Метод Эйлера 
использует только первый член разложения, поэтому является методом 
первого порядка.  

В методах, порядок которых выше первого, высшие производные 
разложения в ряд Тейлора находятся косвенным образом. При этом 
возможны два подхода. Первый – нахождение промежуточных значений 
дифференцируемой функции на следующем интервале (xi, xi+h), что и 
производилось в методе Эйлера, простом и модифицированном и в 
методах Рунге-Кутта. 

Второй – использование значений искомой функции на предыдущих 
интервалах: метод Адамса. 

В первом случае для метода n-го порядка требуется n раз 
пересчитывать значение функции, во втором такие расчеты не 
требуются, что является плюсом данных методов, т.к. уменьшает 
продолжительность расчетов, но с их помощью невозможно начать 
расчеты, поскольку еще нет предшествующей информации. Таким 
образом, все методы дополнительно можно классифицировать как 
одношаговые (самоначинающиеся) и многошаговые (не дающие 
возможность начать решение). 

Для начала расчетов многошаговыми методами требуется провести 
начальные расчеты любым из одношаговых методов. 

Каждый из методов характеризуется величиной локальной ошибки, 
которая тем меньше, чем выше порядок метода решения ДУ. 

Выбор метода решения ДУ требует компромисса между: 
– учетом локальной ошибки вычислений, 
– устойчивостью расчета, 
– и временем расчета или сложностью программы, реализующей 

метод. 

Сверх того, предпочтительнее формулы, в которых слагаемые 
имеют одинаковый знак, т.к. при этом уменьшается влияние ошибок 
округления результата. 

Для сложных функций затруднен расчет ее значений, но наличие 
программы и компьютера снимает данную сложность. Зато методы 
особенно Ругне-Кутта очень устойчивы. Зато многошаговые методы 
интегрирования, кроме того, что требуют относительно мало 
вычислений, легко позволяют контролировать величину шага по х. 

Выбор шага интегрирования: вычисляется значение функции с 
полным и половинным шагом, сравнивают. Если модуль разности 
меньше заданного, то интегрировать с данным шагом можно, если 
больше – шаг делится пополам. 

Некоторые особенности анализа переходных процессов в 
электрической системе. 

Переходные процессы в электрических системах описываются 
системами дифференциальных уравнений или дифф. уравнениями более 
высоких степеней, чем первая. Мы рассмотрели способы решения дифф. 
уравнений первого порядка, т.е. типа ),(' yxfy =  при начальных 
условиях х=х0, у=у0. 

Для решения дифф. уравнений более высоких порядков их 
преобразуют в систему дифф. уравнений. 

Пусть имеется уравнение второго порядка 
x”+ах’=t2 

Введя замену x'=y, получаем  y’=t2-ay, т.е. систему дифф. уравнений. 
Следовательно, чаще для анализа переходных процессов требуется 

решать систему ДУ. Об этом чуть позже. 
С точки зрения метода решения задачи анализа переходных 

процессов в электрической системе можно выделить следующие 
особенности: 

1) численное интегрирование ДУ применяется, как правило, при 
анализе динамической устойчивости системы после к.з. на линии 
электропередач или после наброса нагрузки на генераторы системы. 
При этом в моменты возникновения к.з. и их отключений ряд режимных 
параметров терпит разрывы первого рода, что приводит к скачкам 
производных. При использовании многошаговых методов дальнейшее 



интегрирование невозможно, т.к. возникает ситуация, подобная 
начальной при интегрировании. 

2) порядок системы уравнений, описывающих поведение сложной 
электрической системы, высок, что приводит либо к увеличению 
времени и сложности расчетов в одношаговых методах, либо к 
увеличению объема используемой памяти компьютера в многошаговых 
методах. 

3) переходные процессы в элементах электрической системы 
различаются по времени протекания и по интенсивности изменения 
режимных параметров. Это можно использовать, выбирая раздельные 
шаги интегрирования для различных групп уравнений системы. 

Из анализа перечисленных особенностей следует, что наиболее 
целесообразным был бы самоначинающий, быстродействующий, легко 
программирующийся метод, позволяющий легко оценить локальную 
погрешность вычислений. 

Применение методов Эйлера и Рунге-Кутта для решения 
СДУ. 

Дополнительный цикл по числу уравнений в системе ДУ. 
Метод Эйлера для СДУ:     xyxfyy ii
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Метод Рунге-Кутта 4 порядка: 
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Корректирующее-предсказывающий метод 
(среднеинтервальный). 

В целом методы прогноза и коррекции не являются 
самоначинающими, за исключением методов первого порядка. Методы 
высоких порядков сложны в реализации программы вычислений, зато 
мало шагов итерации. Поскольку реализация на компьютере, то 
воспользуемся методами первого порядка, при котором приходится 

делать много итерационных шагов. Результат расчетов по точности 
одного порядка, зато метод самоначинающий. 

Для прогноза используется формула Эйлера 
xyxfyy ii
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с помощью которой грубо экстраполируется значение искомой функции 
на i-том шаге. 

Локальная ошибка данного метода велика и задача состоит в том, 
чтобы ее скорректировать. Для коррекции просчитываются значения 
функций на шаге, уменьшенном в два раза, в соответствии с формулой 
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Здесь j–порядок итерационного приближения внутри 

прогнозируемого интервала. 
Затем производится проверка условия 
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k
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где ε–заданная положительная величина, соответствующая точности 
решения ДУ. 

Если условие (3) не выполняется, величина шага уменьшается вдвое 
в соответствии с формулой (2) до тех пор, пока условие не выполнится. 
Когда условие (3) выполнено, переходят к следующему интервалу, 
меняют шаг на относительно большую величину в соответствии с 
формулой (1). 

3 вложенных цикла! 

Метод последовательных интервалов. 
Особенность электроэнергетических задач в том, что все режимы: 

нормальный, аварийные при к.з, обрывах ЛЭП д.б. просчитаны, т. е. 
имеются значения величин параметров системы при различных ее 
режимах. Следовательно, для переходного процесса из одного режима к 
другому можно рассчитать приращения параметров. 

Метод последовательных интервалов основан на вычислении 
приращения функции при изменении независимой переменной. 

Алгоритм: 
1. Из данных расчета режимов определяются параметры системы 

для нового режима через интервал времени Δt. 



2. Рассчитывается вектор-столбец функций правой части системы 
ДУ, т.е стал известен вектор-столбец производных. 

3. Определяются новые значения искомых функций 
( ) tdtdyyyyy ii
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4. Переход к следующему моменту времени, считая величину 

независимых параметров после переходного процесса теми же, т.е. в 
функции справ вектор-столбец Х не меняется (Y меняется). 

Пример:  
 

Тема (продолжение): Методы решения дифференциальных 
уравнений 

Сравнение методов решения дифф. уравнений 
Каждый из рассмотренных методов интегрирования 

характеризуется порядком. Что это за величина? Все методы основаны 
на использовании разложения функции в ряд Тейлора. Метод Эйлера 
использует только первый член разложения, поэтому является методом 
первого порядка.  

В методах, порядок которых выше первого, высшие производные 
разложения в ряд Тейлора находятся косвенным образом. При этом 
возможны два подхода. Первый – нахождение промежуточных значений 
дифференцируемой функции на следующем интервале (xi, xi+h), что и 
производилось в методе Эйлера, простом и модифицированном и в 
методах Рунге-Кутта. 

Второй – использование значений искомой функции на предыдущих 
интервалах: метод Адамса. 

В первом случае для метода n-го порядка требуется n раз 
пересчитывать значение функции, во втором такие расчеты не 
требуются, что является плюсом данных методов, т.к. уменьшает 
продолжительность расчетов, но с их помощью невозможно начать 
расчеты, поскольку еще нет предшествующей информации. Таким 
образом, все методы дополнительно можно классифицировать как 
одношаговые (самоначинающиеся) и многошаговые (не дающие 
возможность начать решение). 

Для начала расчетов многошаговыми методами требуется провести 
начальные расчеты любым из одношаговых методов. 

Каждый из методов характеризуется величиной локальной ошибки, 
которая тем меньше, чем выше порядок метода решения ДУ. 

Выбор метода решения ДУ требует компромисса между: 
– учетом локальной ошибки вычислений, 
– устойчивостью расчета, 
– и временем расчета или сложностью программы, реализующей 

метод. 
Сверх того, предпочтительнее формулы, в которых слагаемые 

имеют одинаковый знак, т.к. при этом уменьшается влияние ошибок 
округления результата. 

Для сложных функций затруднен расчет ее значений, но наличие 
программы и компьютера снимает данную сложность. Зато методы 
особенно Ругне-Кутта очень устойчивы. Зато многошаговые методы 
интегрирования, кроме того, что требуют относительно мало 
вычислений, легко позволяют контролировать величину шага по х. 

Выбор шага интегрирования: вычисляется значение функции с 
полным и половинным шагом, сравнивают. Если модуль разности 
меньше заданного, то интегрировать с данным шагом можно, если 
больше – шаг делится пополам. 

Некоторые особенности анализа переходных процессов в 
электрической системе. 

Переходные процессы в электрических системах описываются 
системами дифференциальных уравнений или дифф. уравнениями более 
высоких степеней, чем первая. Мы рассмотрели способы решения дифф. 
уравнений первого порядка, т.е. типа ),(' yxfy =  при начальных 
условиях х=х0, у=у0. 

Для решения дифф. уравнений более высоких порядков их 
преобразуют в систему дифф. уравнений. 

Пусть имеется уравнение второго порядка 
x”+ах’=t2 

Введя замену x'=y, получаем  y’=t2-ay, т.е. систему дифф. уравнений. 



Следовательно, чаще для анализа переходных процессов требуется 
решать систему ДУ. Об этом чуть позже. 

С точки зрения метода решения задачи анализа переходных 
процессов в электрической системе можно выделить следующие 
особенности: 

1) численное интегрирование ДУ применяется, как правило, при 
анализе динамической устойчивости системы после к.з. на линии 
электропередач или после наброса нагрузки на генераторы системы. 
При этом в моменты возникновения к.з. и их отключений ряд режимных 
параметров терпит разрывы первого рода, что приводит к скачкам 
производных. При использовании многошаговых методов дальнейшее 
интегрирование невозможно, т.к. возникает ситуация, подобная 
начальной при интегрировании. 

2) порядок системы уравнений, описывающих поведение сложной 
электрической системы, высок, что приводит либо к увеличению 
времени и сложности расчетов в одношаговых методах, либо к 
увеличению объема используемой памяти компьютера в многошаговых 
методах. 

3) переходные процессы в элементах электрической системы 
различаются по времени протекания и по интенсивности изменения 
режимных параметров. Это можно использовать, выбирая раздельные 
шаги интегрирования для различных групп уравнений системы. 

Из анализа перечисленных особенностей следует, что наиболее 
целесообразным был бы самоначинающий, быстродействующий, легко 
программирующийся метод, позволяющий легко оценить локальную 
погрешность вычислений. 

Применение методов Эйлера и Рунге-Кутта для решения 
СДУ. 

Дополнительный цикл по числу уравнений в системе ДУ. 
Метод Эйлера для СДУ:     xyxfyy ii
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Корректирующее-предсказывающий метод 
(среднеинтервальный). 

В целом методы прогноза и коррекции не являются 
самоначинающими, за исключением методов первого порядка. Методы 
высоких порядков сложны в реализации программы вычислений, зато 
мало шагов итерации. Поскольку реализация на компьютере, то 
воспользуемся методами первого порядка, при котором приходится 
делать много итерационных шагов. Результат расчетов по точности 
одного порядка, зато метод самоначинающий. 

Для прогноза используется формула Эйлера 
xyxfyy ii
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с помощью которой грубо экстраполируется значение искомой функции 
на i-том шаге. 

Локальная ошибка данного метода велика и задача состоит в том, 
чтобы ее скорректировать. Для коррекции просчитываются значения 
функций на шаге, уменьшенном в два раза, в соответствии с формулой 
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Здесь j–порядок итерационного приближения внутри 

прогнозируемого интервала. 
Затем производится проверка условия 
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k
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где ε–заданная положительная величина, соответствующая точности 
решения ДУ. 

Если условие (3) не выполняется, величина шага уменьшается вдвое 
в соответствии с формулой (2) до тех пор, пока условие не выполнится. 
Когда условие (3) выполнено, переходят к следующему интервалу, 
меняют шаг на относительно большую величину в соответствии с 
формулой (1). 

3 вложенных цикла!  (Конец лекции 3) 



 

Метод последовательных интервалов. 
Особенность электроэнергетических задач в том, что все режимы: 

нормальный, аварийные при к.з, обрывах ЛЭП д.б. просчитаны, т. е. 
имеются значения величин параметров системы при различных ее 
режимах. Следовательно, для переходного процесса из одного режима к 
другому можно рассчитать приращения параметров. 

Метод последовательных интервалов основан на вычислении 
приращения функции при изменении независимой переменной. 

Допустим, СДУ дана в виде 
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Алгоритм: 
1. Из данных расчета установившихся режимов определяются 

параметры системы для нового режима. 
2. Рассчитывается вектор-столбец функций правой части системы 

ДУ, т.е стал известен вектор-столбец производных (начальный). 
3. Выбираем шаг расчета Δt. Выбор шага влияет на точность и 

объем вычислений. При медленном изменении функций шаг можно 
брать большим, при быстром – меньше. На разных интервалах шаг 
можно менять. Можно встроить подпрограмму выбора шага. 

4. Определяются новые значения искомых функций 
( ) tdtdyyyyy ii
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5. Переход к следующему моменту времени, считая величину 

независимых параметров после переходного процесса теми же, т.е. в 
функции справа вектор-столбец Х не меняется (Y меняется). Пересчет 
вектор-столбца производных = функций справа в СДУ. 

6. Цикл расчетов с п.3 до заданного или выбранного значения 
времени. 

 
 
Пример: Рассмотрим цепь на рис.  

 
 
 
 
 
 
 

 
Процессы в этой цепи описываются уравнениями 
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где Е1 и Е2 – переменные э.д.с. одинаковой частоты 
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Чтобы исключить интегралы, введем переменные 
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После подстановок и приведения СУ к форме Коши получим 
систему ДУ из 4 уравнений вида 
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(Пояснения по алгоритму) 
Применение метода последовательных интервалов для расчета 

электромеханических переходных процессов. 
Уравнения электромеханических переходных процессов в 

электроэнергетической системе содержат нелинейные функции 



переменных и число дифф. уравнений меньше числа искомых 
переменных, поэтому система дополнена системой алгебраических 
уравнений, которые также могут быть нелинейными Система может 
быть записана в следующем виде: 
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Выразить величины у через х очень трудно, практически 
невозможно, поэтому алгоритм видоизменяется: в дополнение на 
каждом шаге интегрирования (перед п.3 – новый пункт входит в цикл 
расчетов) решается система алгебраических уравнений, из которой 
нужно найти для заданных х значения у, затем по алгоритму… Таким 
образом сложная задача численного решения системы нелинейных 
уравнений должна быть выполнена многократно, вычислительный 
процесс усложняется и удлиняется. Поэтому необходимо провести хотя 
бы часть алгебраических преобразований, упростив до минимума 
систему алгебраических уравнений в общем виде СУ. 

 
Тема: Методы анализа устойчивости электрических систем 
Основные подходы. 
Устойчивость – свойство системы возвращаться в равновесное 

состояние после воздействия возмущений. 
Устойчивость статическая – поведение системы при относительно 

малых, медленно происходящих изменениях параметров (описывается 
СЛДУ). 

Динамическая – при резком переходе от одного режима к другому 
(СНДУ). 

Известны 2 основных подхода к исследованию динамических 
свойств системы, каждый из которых можно применять для 
исследования обоих типов задач, т.е. для исследования как статической, 
так и динамической устойчивости. Но у каждого из подходов нет 

неограниченных возможностей, задачи анализа устойчивости требуют 
осмысления и обоснованного выбора метода решения. 

Первый подход (моделирование переходных процессов) 
предусматривает получение решения дифф. уравнений, описывающих 
переходный процесс, т.е. получение всех переменных в виде функций от 
времени, а затем проведение анализа этих функций. Этот подход был 
собственно рассмотрен на предыдущих лекциях. По графическому виду 
зависимости функции от времени можно говорить об устойчивости 
параметра системы к воздействию. 

Достоинства этого метода в его универсальности, можно решать 
задачи исследования устойчивости динамической и статической, 
оценивать качество переходных процессов, запас устойчивости. 
Недостатки в математической сложности решения задач.  

Второй подход, который можно назвать аналитическим, позволяет 
получить оценку устойчивости системы непосредственно из ее 
описания дифф. уравнениями, т.е. по анализу общего вида дифф. 
уравнений. 

Этот подход проще в смысле получения решений, но не обладает 
универсальностью первого.  

Аналитический подход использует разные методы в зависимости от 
типов поставленных задач. Для анализа статической устойчивости 
систем, динамика которых описывается линейными дифф. уравнениями 
применяются различные критерии: Гурвица, Найквиста, Рауса, 
Михайлова, D-разбиения и др. 

Все критерии разработаны в предположении, что решение СЛАУ 
при наличии малых возмущений может быть получено в виде 

0)( XX A ⋅= tet , 
где Х0 – вектор-столбец начальных значений переменных для t0=0, 
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E – единичная матрица. 
Для исследования динамической устойчивости, т.е. анализа 

устойчивости систем, переходные процессы в которых описываются 
СНДУ, используются методы Ляпунова. 

 
 



 
 
 

Задачи определения статической устойчивости. 
Какой бы критерий не был выбран, требуется провести начальные 

преобразования, в результате при решении задачи исследования 
статической устойчивости можно выделить следующие этапы: 
1. Математическое описание переходных процессов с помощью ДУ. 
2. Линеаризация уравнений (если они нелинейны). 
3. Получение характеристического уравнения системы, определение его 

коэффициентов 
4. Вычисления по критериям устойчивости. 

В результате выполнения операции линеаризации ДУ получим 
систему ДУ, которую можно представить в матричном виде 
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Здесь Х, Y – вектор столбцы независимых и зависимых 
переменных, A, B, C, D, H – матрицы коэффициентов в 
линеаризированной системе. При условии, что A, и H – неособенные 
матрицы, можно решить систему относительно производных 
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Подставляем второе уравнение в первое, получаем 

( ) XDCHBAX
⋅−−= −− 11

dt
d  

или  XbX
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dt
d ,   где ( )DCHBAb 11 −− −−= . 

Тема: Методы анализа устойчивости электрических систем 
Основные подходы. 
Устойчивость – свойство системы возвращаться в равновесное 

состояние после воздействия возмущений. 
Устойчивость статическая – поведение системы при относительно 

малых, медленно происходящих изменениях параметров (описывается 
СЛДУ). 

Динамическая – при резком переходе от одного режима к другому 
(СНДУ). 

Известны 2 основных подхода к исследованию динамических 
свойств системы, каждый из которых можно применять для 
исследования обоих типов задач, т.е. для исследования как статической, 
так и динамической устойчивости. Но у каждого из подходов нет 
неограниченных возможностей, задачи анализа устойчивости требуют 
осмысления и обоснованного выбора метода решения. 

Первый подход (моделирование переходных процессов) 
предусматривает получение решения дифф. уравнений, описывающих 
переходный процесс, т.е. получение всех переменных в виде функций от 
времени, а затем проведение анализа этих функций. Этот подход был 
собственно рассмотрен на предыдущих лекциях. По графическому виду 
зависимости функции от времени можно говорить об устойчивости 
параметра системы к воздействию. 

Достоинства этого метода в его универсальности, можно решать 
задачи исследования устойчивости динамической и статической, 
оценивать качество переходных процессов, запас устойчивости. 
Недостатки в математической сложности решения задач.  

Второй подход, который можно назвать аналитическим, позволяет 
получить оценку устойчивости системы непосредственно из ее 
описания дифф. уравнениями, т.е. по анализу общего вида дифф. 
уравнений. 

Этот подход проще в смысле получения решений, но не обладает 
универсальностью первого.  

Аналитический подход использует разные методы в зависимости от 
типов поставленных задач. Для анализа статической устойчивости 
систем, динамика которых описывается линейными дифф. уравнениями 
применяются различные критерии: Гурвица, Найквиста, Рауса, 
Михайлова, D-разбиения и др. 

Все критерии разработаны в предположении, что решение СЛАУ 
при наличии малых возмущений может быть получено в виде 

0)( XX A ⋅= tet , 
где Х0 – вектор-столбец начальных значений переменных для t0=0, 



!
...

!2!1

22

n
ttte
nn

t AAAEA ++++= , (ряд бесконечный) 

E – единичная матрица. 
Для исследования динамической устойчивости, т.е. анализа 

устойчивости систем, переходные процессы в которых описываются 
СНДУ, используются методы Ляпунова. 

 

Задачи определения статической устойчивости. 
Какой бы критерий не был выбран, требуется провести начальные 

преобразования, в результате при решении задачи исследования 
статической устойчивости можно выделить следующие этапы: 
1. Математическое описание переходных процессов с помощью ДУ. 
2. Линеаризация уравнений (если они нелинейны). 
3. Получение характеристического уравнения системы, определение его 

коэффициентов 
4. Вычисления по критериям устойчивости. 

В результате выполнения операции линеаризации ДУ получим 
систему ДУ, которую можно представить в матричном виде 

0
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Здесь Х, Y – вектор столбцы независимых и зависимых 
переменных, A, B, C, D, H – матрицы коэффициентов в 
линеаризированной системе. При условии, что A, и H – неособенные 
матрицы, можно решить систему относительно производных 
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DXHY
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1
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−
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+−=
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d

 

Подставляем второе уравнение в первое, получаем 

( ) XDCHBAX
⋅−−= −− 11

dt
d  

или  XbX
⋅−=

dt
d ,   где ( )DCHBAb 11 −− −−= . 

При раскрытии определителя pEb +  получаем 
характеристическое уравнение 

0... 1
2

2
1

1 =α+α++α+α+ −
−−

nn
nnn pppp , 

где р – аргумент характеристического уравнения, iα  – главные миноры 
матрицы. 

Главный минор определяется как сумма определителей, 
опирающихся на диагональные элементы. 

Главный минор первого порядка найдем как сумму диагональных 
элементов. Главный минор n-ного порядка равен определителю 
исходной матрицы коэффициентов. Определение всех миноров покажем 
на примере расчета миноров матрицы 4 х 4. 
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Миноры второго порядка получаются из миноров третьего порядка. 
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Определив коэффициенты характеристического уравнения и решив 
его, получим корни характеристического уравнения. 

Сложность расчетов,… программы. 
 
Необходимые и достаточные условия устойчивости. 
Условие устойчивости называется необходимым, если при его 

невыполнении появляется неустойчивость, достаточным – если при его 
выполнении система устойчива. 



Необходимое и достаточное условие статической устойчивости 
обеспечивается тогда и только тогда, когда все корни 
характеристического уравнения системы имеют отрицательную 
вещественную часть. (Корни м.б. действительными и комплексно 
сопряженными.) 

Для простых корней решение СДУ имеет вид 
t

nk
t

k neCeCtx αα ++= ...)( 11  
Паре комплексно сопряженных корней соответствуют два члена в 

решении  
)sin(2)(
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srs
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+

ω+α . 
Следовательно, значение корней характеристического уравнения не 

только указывает на устойчивость или неустойчивость системы, но и 
устанавливает вид функций, составляющих переходный процесс. 

Если все корни отрицательны, т.е. лежат в левой полуплоскости, то 
все составляющие по модулю экспоненциально затухают (или затухает 
амплитуда колебаний). (рисунок!) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Если среди действительных корней есть хотя бы один 
положительный, то составляющая решения, соответствующего этому 
корню экспоненциально растет – система неустойчива (апериодическое 
нарушение устойчивости). 

Если среди комплексных корней имеется хотя бы одна пара с 
положительными корнями, то соответствующая составляющая решения 
имеет вид экспоненциально нарастающих колебаний (колебательное 
нарушение устойчивости или самораскачивание). 

Получение корней характеристического уравнения задача 
достаточно сложная, чем выше порядок системы уравнений, тем больше 
трудоемкость решения задачи отыскания корней характеристического 
уравнения. Поэтому при исследовании устойчивости системы 
пользуются алгебраическими критериями устойчивости, которые 
связаны с коэффициентами характеристического уравнения. 

 
Критерий Гурвица. 
Критерий Гурвица определяет необходимые и достаточные условия 

устойчивости системы любого порядка. 
Из рассчитанных коэффициентов характеристического уравнения 

строится матрица Гурвица порядка n. По следующим правилам: 
1. в первой строке в порядке возрастания индекса пишутся 

коэффициенты только с четными номерами, порядок до n 
заполняется нулями; 

2. во второй – с четными, начиная с 0; 
3. 3 и 4 строки получаются сдвигом на 1 позицию вправо всех 

значений коэффициентов; 
4. 5 и 6 – еще сдвиг предыдущих строк на 1 позицию вправо. 

В диагонали должны быть соответствующие строке iα . 

Пример: n=5                    
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Для соблюдения устойчивости требуется, чтобы все коэффициенты 
iα  были положительными, кроме того, все n диагональных миноров 
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αi<0 
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также д.б.положительны. Диагональные миноры получаются 
отчеркиванием их слева и сверху от отчеркивающих линий. Т.е. 
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>αα
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Гурвиц показал, что если непрерывно изменять коэффициенты 
характеристического уравнения, ухудшая устойчивость, то прежде всего 
обратится в 0 определитель системы. Если при этом определитель на 
порядок ниже положителен, то это граница апериодической 
устойчивости.  

Если определитель системы положителен, а определитель 
предыдущего минора равен нулю, то это граница колебательной 
устойчивости. 

 
К лаб.раб.№3. Исследование устойчивости системы. 
Для характеристического уравнения 5 степени найти 

коэффициенты, при которых система устойчива апериодически и 
колебательно, происходит апериодическое и колебательное нарушение 
устойчивости. 

 
Критерий устойчивости Рауса. 
Алгебраический критерий Гурвица пригоден для уравнений 

небольшого порядка (3, 4 степени), но зато дает возможность получить 
непосредственное аналитические выражение для критического значения 
параметра при заданных остальных параметрах системы. 

Критерий Рауса более удобен для систем высокого порядка с 
численно заданными параметрами, т.е. коэффициентами 
характеристического уравнения. 

Для анализа устойчивости по критерию Рауса составляется таблица 
Рауса с числом строк  n+1. Алгоритм ее составления: 

1. В первой строке записываются все коэффициенты с четными 
индексами, начиная с нулевого. 

2. Элементами второй строки являются коэффициенты с нечетными 
индексами. 

Номер столбца k Номер 
строки i 1 2 3 

Номер столбца k Номер 
строки i 1 2 3 

1 011 aC =  221 aC =  431 aC =  
2 112 aC =  322 aC =  532 aC =  
3 13C  23C  33C  
4 14C  24C  34C  

 
3. Элементы каждой следующей строки определяем по формуле 
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где k–номер столбца, i–номер строки. (Заметим, индексы не такие, как 
для матриц). 

Например, получим первый (k=1) коэффициент третьей (i=3) строки 
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второй (k=2) коэффициент третьей (i=3) строки 
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Требования устойчивости по Раусу формулируются так: для 
устойчивости системы необходимо и достаточно, чтобы все 
коэффициенты первого столбца таблицы Рауса были положительны 

0,...;0;0;0 1,1151413 >>>> +nCCCC  
Число перемен знака в первом столбце таблицы Рауса указывает на 

число корней характеристического уравнения, расположенных в правой 
полуплоскости. Таким образом, если требуется рассчитать только 
устойчивость, то составление таблицы Рауса прекращается, как только 
элемент первого столбца какой-либо строки станет отрицательным. 
Если требуется определить число корней в правой полуплоскости, то 
таблица Рауса составляется полностью. 

Приведенное правило составления таблицы Рауса применяется в 
том случае, если в первом столбце не встречаются числа, равные нулю. 
Этот случай называется регулярным. При этом многочлен не имеет 
чисто мнимых корней. 



Если при вычислении (m+1)-й строки оказывается, что ее первый 
член равен нулю и вся строка состоит из нулей, то для дальнейшего 
построения таблицы следует применить специальный прием. Нулевую 
строку следует заменить следующей строкой чисел: 

 т.д.и)3(
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Дальше таблица строится на основе уже полученной строки. 
Возможно повторное использование указанного приема. 

После построения таблицы число корней, лежащих в правой 
полуплоскости, можно подсчитать по числу перемен знака в первом 
столбце. Кроме того, многочлен будет иметь и чисто мнимые корни, 
число которых равно n-m+1-2l, где m-число строк до появления нулевой 
строки, l–число перемен знака в первом столбце. 

В случае, когда первый коэффициент строки равен нулю, а среди 
остальных есть коэффициенты, отличные от нуля, алгоритм 
усложняется, мы его не рассматриваем. 

 
 
 
Критерий устойчивости Михайлова. 
Критерий Михайлова является частотным критерием устойчивости. 

В его основу положен принцип аргумента, известный из теории 
функций комплексного переменного.  

Критерий устойчивости формулируется следующим образом: для 
отсутствия корней характеристического уравнения с положительной 
действительной частью, т.е. для обеспечения устойчивости системы, 
необходимо и достаточно, чтобы при прохождении точкой р мнимой 
оси в положительном направлении приращение аргумента D(p) было 
равно πn. 

Для иллюстрации правила Михайлова представим 
характеристический многочлен в соответствии с теоремой Виета в виде 
произведения простейших множителей: 

))...()(()( 210 nppppppapD −−−= . 

Каждому корню на комплексной 
плоскости р соответствует точка. 
Геометрически корень ip  может быть 
представлен вектором, соединяющим 
начало координат с точкой ip , а 
множитель (р- ip ) представляет собой 
разность векторов. 

Направим вектор р по мнимой оси, 
т.е. положим ω= jp . Тогда конец вектора ipj −ω  будет лежать на 
мнимой оси. При изменении ω конец вектора будет скользить по мнимой 
оси, поворачиваясь в направлении, зависящем от положения корня ip  на 
плоскости корней. 

Рассмотрим корень ip , лежащий в левой полуплоскости (рис.). 
Вектор ipj −ω  при изменении ω от –∞ до +∞ перемещается в 
положительном направлении, т.е. против часовой стрелки. Аргумент 
вектора получает приращение π. 

Рассмотрим корень ip , лежащий в правой полуплоскости (рис.). 
Вектор ipj −ω  при изменении ω от –∞ до +∞ перемещается по часовой 
стрелке. Аргумент вектора получает приращение -π. 
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Многочлен D(p) при подстановке ω= jp  представляет собой 
вектор, который называется характеристическим: 

))...()(()( 210 npjpjpjajD −ω−ω−ω=ω . 
Модуль D(jω) равен произведению модулей векторов, а фаза или 

аргумент – сумме аргументов отдельных векторов 
)arg(...)arg()arg()(arg 21 npjpjpjjD −ω++−ω+−ω=ω . 

Если все корни лежат в левой полуплоскости, то 
∞≤ω≤∞−π=ωΔ при)(arg njD .   (1) 

Если среди корней характеристического уравнения m корней лежат 
в левой полуплоскости, а (n-m) корней – в в левой полуплоскости, то 
при изменении ω от –∞ до +∞ приращение аргумента 

( )π−=ωΔ mnjD 2)(arg  
Таким образом, правило аргумента гласит: приращение аргумента 

D(jω) при изменении ω от –∞ до +∞  равно разности между числом (n-m) 
корней характеристического уравнения, расположенных в левой 
полуплоскости, и числом m корней, лежащих в правой полуплоскости, 
помноженной на π. 

Для устойчивой системы необходимо, чтобы выполнялось условие 
(1). При практическом использовании этого правила обычно разделяют 
действительную и мнимую части вектора D(jω): 

)()()( ω+ω=ω jVUjD . 
Вектор )( ωjD , изображенный в декартовых координатах, при 

изменении ω от –∞ до +∞  вращается и концом описывает кривую, 
которая называется характеристической кривой или годографом 
характеристического уравнения. 

Многочлен U(ω)=an+an-2(jω)2+an-4(jω)4+… является четным 
относительно ω, т.е. U(ω)=U(-ω), а V(ω)=an-1jω+an-3(jω)2+an-5(jω)5+… 
является нечетным относительно ω, т.е. V(ω)=-V(-ω). Отсюда следует, 
что годограф симметричен относительно действительной оси. Учитывая 
это, сформулируем критерий Михайлова в следующем виде: система 
будет устойчива тогда и только тогда, когда при возрастании ω от 0 
до ∞ вектор D(jω) повернется на угол на 0.5πn, где n–степень 
характеристического уравнения, или, что тоже самое, если при 
увеличении ω от 0 до ∞  годограф, начинаясь на положительной части 
действительной оси, проходит последовательно в положительном 
направлении n квадрантов. 

Из данной формулировки следует, что 
1) U(0)=an>0, начало годографа лежит на положительной части 

действительной оси; 
2) V’(0)=an-1>0, где V’(ω)–первая производная … 
3) все корни уравнений U(ω)=0 и V(ω)=0 действительные и 

перемежающиеся, т.е. между любыми двумя соседними корнями 
уравнения V(ω)=0  лежит один корень U(ω)=0. Существование 
комплексных корней уравнений U(ω)=0 и V(ω)=0, либо отсутствие 
перемежаемости корней этих уравнений свидетельствует о 
неустойчивости системы. 

Примеры типичных годографов устойчивых и неустойчивых 
систем: 
 Нулевой корень = кривая Михайлова начинается из начала 
координат; пара мнимых корней = кривая проходит через начало 
координат при ω=ω0. 

Пример годографа систем на границе устойчивости: 
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Критерий устойчивости Найквиста. 
Алгебраические критерии и критерий устойчивости Михайлова 

предполагают знание коэффициентов характеристического уравнения, а 
это требует раскрытия определителя системы уравнений, описывающих 
систему, что связано большим числом вычислений. 

Критерий устойчивости Найквиста основан на знании передаточной 
функции разомкнутой системы. 

Формулируются необходимые и достаточные условия устойчивости 
системы по критерию Найквиста, строится также, как для критерия 
Михайлова годограф = амплитудно-фазовая характеристика и по ней 
можно оценить устойчивость системы. 

 
Метод D-разбиения 
Все рассмотренные критерии устойчивости отвечают на вопрос, 

устойчива или неустойчива система с ее параметрами. В этом смысле их 
можно назвать критериями анализа. Вместе с тем в технических задачах 
часто необходимы методы синтеза, отвечающие на вопрос, какими 
должны быть некоторые параметры системы, чтобы статическая 
устойчивость была обеспечена. Для этих целей особенно удобным 
оказался метод D-разбиения, предложенный Неймарком, позволяющий 
выделять область устойчивости в координатах выбранных параметров. 

Основные положения метода. При некоторых фиксированных 
значениях коэффициентов ka  характеристического уравнения n-й 
степени 

0)(
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−
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kn
k papD  

число m корней может находиться в правой полуплоскости, а n-m – в 
левой. При плавном изменении коэффициентов ka  корни уравнений 
будут перемещаться в плоскости корней, образуя траектории корней. 
Поясним это на примере уравнения третьей степени 

0)( 32
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1
3

0 =+++= apapapapD  
Пусть точка, отображающая состояние системы в пространстве 

координат перемещается из точки М1 в М2 (рис.1). 

В соответствии с этим корни характеристического уравнения 
перемещаются по траекториям (рис.2) 

 
 
 
 
 
 
 

Рис.1    Рис.2 
Совокупность коэффициентов ka , при которых хотя бы один 

корень или пара комплексных находится на мнимой оси, определяет 
поверхность N  в пространстве коэффициентов. Если траектория кривой 
движения точки М пересечет поверхность N, то траектория корней 
пересечет мнимую ось. 

Таким образом, поверхность N  делит пространство коэффициентов 
на области D(m) с числом m корней в правой полуплоскости и n-m   в 
левой. В пространстве коэффициентов характеристического уравнения 
3-й степени возможно существование 4-х областей: D(3), D(2), D(1), 
D(0). Расположение корней, соответствующее каждой области дано на 
рис.3. 

 
 
 
 
 
 
Такое разбиение пространства коэффициентов на области, 

соответствующие разному числу корней в правой полуплоскости, 
называется D-разбиением, а поверхность N- границей D-разбиения. 

На границе D-разбиения параметры таковы, что хотя бы один 
корень лежит на мнимой оси. Если в характеристическом уравнении 
заменить р на jω, то получим D(jω)=0. Разделив D(jω) на 
действительную и мнимую части, получаем 

D(jω)=U(ω)+jV(ω);  откуда    U(ω)=0   и   V(ω)=0. 
Меняя ω от –∞ до ∞, можно построить границу D-разбиения. 



Математическая постановка задачи: Дана замкнутая система, 
характеристический многочлен которого записан в виде 

0)(П...)(П)(П)()( 22110 =++++= pDpDpDpDpD kk  
где D0(p), D1(p), …, Dk(p) – заданные полиномы, П1, П2,…, Пk - 
выделенные параметры системы. 

Определить все значения П1, П2,…, Пk, при которых система 
устойчива, т.е. найти область устойчивости в пространстве параметров 
системы. 

В зависимости от числа выделенных параметров метод решения 
называют методом разбиения по 3, 2 или 1 параметру. (Больше может 
быть, но редко). 

D-разбиение по двум параметрам – наиболее распространенный 
случай. Коэффициенты входят в характеристический многочлен 
линейно. 

Характеристическое уравнение системы 
0)(П)(П)()( 22110 =++= pDpDpDpD     (1) 

Найдем значения П1 и П2, при которых хар. уравнение имеет пару 
чисто мнимых корней. Для этого p=jω, тогда 

0)(П)(П)()( 22110 =ω+ω+ω=ω jDjDjDjD       (2) 
Разделим на действ. и мнимую части: 
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      (4) 

Решаем систему по правилу Крамера 
П2=Δ2/Δ;  П1=Δ1/Δ;   (5) 

где определители находят как определители системы (3). 
Как главный определитель, так и определители Δ1 и Δ2 являются 

нечетными функциями от ω. Тогда коэффициенты П1 и П2 являются 
четными, т.е. каждой точке кривой D-разбиения соответствует пара 
корней и что кривые при изменении частоты от 0 до ∞ и от -∞ до 0 
накладываются друг на друга. 

Особые прямые. При изменении ω главный определитель может 
менять знак. Прохождение определителя через 0 соответствует двум 
случаям: 

1) при Δ=0  Δ1 и Δ2  конечны и не равны нулю. Тогда П1 и П2 
обращаются в бесконечность; 

2) при Δ=0  Δ1=Δ2=0. Тогда П1 и П2 становятся неопределенными, 
что соответствует случаю, когда уравнения (3) пропорционально 
линейны, т.е. можно вместо двух можно записать одно  

)()(П)(П 11112 ω−=ω+ω RQP    (6) 
Соотношение (6) определяет в плоскости коэффициентов для 

некоторого фиксированного значения частоты положение линии, 
называемой особой прямой. 

Чтобы получить особые прямые, необходимо: 
1) приравнять нулю а0, если оно зависит от П1 и П2 и получить 

уравнение особой прямой при ω=∞; 
2) приравнять нулю аn, если оно зависит от П1 и П2 и получить 

уравнение особой прямой при ω=0; 
3) найти все отличные от нуля значения ω, при которых обращаются 

одновременно в 0 все детерминанты Δ, Δ1 и Δ2. Особые прямые 
соответствуют уравнениям (6). 

Штриховка границ D-разбиения. Кривая D-разбиения и особые 
прямые разбивают плоскость параметров на области с различным 
числом корней в правой полуплоскости. Для разметки областей D(m)  
применяют правило штриховки: 

при обходе в сторону возрастающих частот (от –∞ до +∞) кривая 
D-разбиения штрихуется слева, если главный определитель 
положителен, и справа, если отрицателен. 

Особые прямые также нужно заштриховать. Направление их 
штриховки увязывается с направлением штриховки границы D-
разбиения в точках, для которых построены особые прямые. 

Для понимания – примеры. 
1) Если Δ(ω)=0  Δ1(ω)=Δ2(ω)=0 при ω≠0, то в точке пересечения с D-

кривой штриховка меняется так, чтобы заштрихованные стороны 
прямой и D-кривой были направлены друг к другу. 

2)  



2) Если Δ(ω)=0 при ω=0 или ω→∞, то особая прямая штрихуется 
одинарной штриховкой так, чтобы вблизи этой точки прямая и кривая 
были по одну сторону обращены друг к другу заштрихованными 
сторонами, а по другую от этой точки – незаштрихованными (рис.4б). 
Далее вдоль прямой направление штриховки не меняется независимо от 
каких бы то ни было пересечений. 

 
 
 
 
 
 
 
 

а)   б)     в) 
Рис.4. 

3) В том случае, если кривая и особая прямая не пересекаются, то 
вблизи ω→∞ последнюю надо заштриховать так, чтобы прямая и кривая 
были направлены друг к другу только заштрихованными или только 
незаштрихованными сторонами (рис.4в). 

Выделение области устойчивости. Пересечение границы D-
разбиения в точке ±ωi по направлению штриховки соответствует 
переходу из правой в левую полуплоскость двух сопряженных корней 
через мнимую ось. Следовательно, если вне границы D-разбиения 
расположена область D(m), то внутри находится область D(m-2). 

Область с наименьшим m является претендентом на область 
устойчивости. Чтобы проверить, является ли она областью 
устойчивости, то есть областью D(0), можно воспользоваться любым 
алгебраическим или частотным критерием. Если это не область D(0), то 
при заданных параметрах нет области устойчивости, параметры следует 
изменить. 

Если это область D(0), то граница устойчивости определяет 
возможные границы изменения интересующих параметров и характер 
нарушения устойчивости при значениях параметров, соответствующих 
каждой точке границы. 

 
 

Пример. Построить область статической устойчивости в координатах коэффициентов 
усиления К1 и К2 электрической системы, заданной характеристическим уравнением: 

010)1(3)1(10109)( 12
2345 =+++++++= KpKpppppD  

Представляем хар. уравнение в виде     0)()()( 01122 =++ pDpDKpDK , где  

010310109)( 2345
0 =+++++= ppppppD , 2

2 10)( ppD = , ppD 3)(1 = . 

Подставив в исходное уравнение р=j ω, разделим его на действительную и мнимую части. 
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Решив эту систему уравнений, найдем 32
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Вычислим значения коэффициентов, меняя частоту от 0 до ∞ 

w 0 1 1,5 2 3 6 9 12 100 
k1 -1 2 4,813 7 2 -313 -1918 -6433 -3E+07 
k2 #ДЕЛ/0! 0,9 1,469 2,85 7,211 31,428 71,9123 128,61 8999 

 

Представим рассчитанные 
данные в плоскости 
коэффициентов 

Штрихуем. При изменении 
частоты от -∞ до 0 >0, кривая 
штрихуется слева. При изменении 
частоты от 0 до ∞ <0, кривая 
штрихуется справа. Кривая D-
разбиения штрихуется дважды. 
Получились 3 области. 

Предположим, что внутри замкнутой  кривой D(0) – претендент на 

 



область устойчивости.  Чтобы проверить, нужно взять значения 
коэффициентов из этой области и проверить по любому критерию 
устойчивости. 

 
D-разбиение по одному параметру. Характеристическое уравнение 

D(p)=П1D1(p)+ D0(p)=0. 
Найдем значения П1, при которых характеристическое уравнение 

имеет пару чисто мнимых корней. Для этого подставим р=jω. 
D(jω)=П1D1(jω)+ D0(jω)=0. 
Разделяем на 2 для действ. и мнимой части 
П1Р1(ω)+ R1(ω)=0;    П1Р2(ω)+ R2(ω)=0.              (*) 
Отсюда Р1(ω)/Р2(ω) = R1(ω)/R2(ω), т.е. решение имеется, если одно 

из уравнений является следствием другого. Возможны 2 вар-та: 
1) условие * не выполняется ни при каких значениях ω. Это 

означает, что при любых значениях параметра П  система либо 
устойчива, либо неустойчива (можно проверить при П1=0). 

2) при выполнении условия * необходимо провести Д-разбиение по 
оси П1. П1 всегда действительно, но для разбиения условно примем, что 
П1=а+jb. Тогда характеристическое уравнение 

D(jω)=( а+jb)[ Р1(ω)+jР2(ω)]+ R1(ω)+j R2(ω)=0 
Разделяем действ. и мнимую части 
а Р1(ω)+b[-Р2(ω)]=- R1(ω) 
а Р2(ω)+bР1(ω)]=- R2(ω). 

Отсюда а=Δa/Δ,  b=Δb/Δ;    )()( 2
2

2
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a −−=
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=Δ – четная функция частоты, 
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22
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b =−−=
−
−

=Δ – нечетная, т.к. Р1, R1 – четные, а  Р2, R2 – 

нечетные функции. 
Т.о. а(ω) – четная, а b(ω) – нечетная функция частоты, т.е. на 

плоскости а, b кривые Д-разбиения при изменении частоты от -∞ до 0 и 
от 0 до ∞ не накладываются одна на другую, а идут зеркально 
относительно оси частот. Полученная кривая (см. рис.) разобьет 

плоскость ab на области D(m). Граница Д-разбиения штрихуется 
однократно слева при изменении частоты от –∞ до ∞. Переход границы 
внутрь одинарной штриховки соответствует  изменению области D(m) 
на D(m-1). В точках пересечении ветвей происходит изменение D(m) на 
D(m-2). Область с наименьшим числом корней в правой полуплоскости 
– претендент на область устойчивости.  

Проверка по критериям. 
Замечания о D-разбиении по трем и более параметрам. Задача в 

трех и более мерном пространстве, что достаточно сложно. Для 
пространства трех параметров фиксируется один параметр, и задача 
сводится к построению Д-областей по двум параметрам. Далее меняем 
фиксированное значение параметра и проводим новое Д-разбиение. См. 
рис. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Методы анализа динамической устойчивости 
Задачи анализа динамической устойчивости электрических систем 

являются принципиально нелинейными, и поэтому их аналитическое 
решение наталкивается на значительные трудности. Основными 
методами для оценки динамической устойчивости являются методы 
Ляпунова. 

Первый метод Ляпунова. 
Уравнения электромеханических переходных процессов в 

электроэнергетической системе содержат нелинейные функции 
переменных и, кроме того, число  переменных больше числа 
дифференциальных уравнений. Система может быть записана в виде1 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

0),..,(
...

);,,..,(

21

21

mm

ns
s

xxxF

txxxf
dt

dx

 

Обычно исследование невозмущенного движения системы сводится 
к исследованию нулевого решения системы, что осуществляется с 
помощью замены 

),,..,,( 02010 txxxxyx nsss +=  
где ys – новые функции, называемые возмущениями. 

Эта замена позволяет получить возмущенную систему 
дифференциальных уравнений 
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Общее решение системы (1) по первому методу Ляпунова ищется в 
виде 
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1 Веников В.А., Суханов О.А. Кибернетические модели электрических систем.  

Уч. пособие для ВУЗов– М.:Энергоатомиздат, 1982 (стр.281-282,288). 

где )(tpsi , ),..( 1 nmm
sp  - кусочно-непрерывные ограниченные функции, 

заданные при t≥0. 
Анализ устойчивости выполняется по характеристическим числам 

линейной системы 
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которая является первым приближением системы (2). 
Таким образом, первый метод Ляпунова применим в случае, когда 

система (1) может быть сведена к форме (2), что в частности имеет 
место для систем дифференциальных уравнений, описывающих 
переходные электромеханические процессы. Трудность заключается в 
определении характеристических чисел системы (2). Регулярный метод 
решения задачи известен только для случая, когда кусочно-
непрерывные функции являются постоянными, что соответствует СЛДУ 
в нормальной форме Коши. 

Более универсальным и эффективным для решения задач анализа 
динамической устойчивости является второй метод Ляпунова. 

Второй метод Ляпунова2. 
Данный метод дает возможность оценить устойчивость решения с 

помощью специальных функций, называемых функциями Ляпунова.  
Для определения устойчивости после больших возмущений 

необходимо знать совокупность начальных отклонений параметров 
режима и их производных, при которых система вернется в исходное 
положение равновесия. Эта совокупность ограничена в фазовом 
пространстве некоторой поверхностью, называемой сепаратрисной. 

Метод Ляпунова заключается в следующем. Обобщив известное 
положение физики (равновесное положение устойчиво, если в нем 
потенциальная энергия минимальна), Ляпунов предложил находить при 
выводе условий устойчивости вспомогательную функцию координат 
изображающей точки в фазовом пространстве параметров V(xi). Эта 
функция д.б. однозначна, дифференцируема, определенно положительна 

                                                 
2 Электрические системы. Математические задачи электроэнергетики. 

Уч.пособие для электроэнерг. спец. ВУЗов. Т.1./ Под ред. В.А.Веникова (стр.253) 



вне положения равновесия и обращаться в нуль в положении 
равновесия. 

Если удастся подобрать такую функцию V, что при любом 
движении системы она уменьшается, т.е. dV/dt<0, то система 
оказывается «устойчивой в большом». 

Примером функции Ляпунова может служить функция 
2
3

2
2

2
1 xxxV ++= . 

В этом случае поверхность V=C в фазовом пространстве есть сфера 
(рис.5). Поверхности, построенные для различных С не пересекаются, 
т.к. V- однозначная функция. Поэтому семейство представляет собой 
вложенные друг в друга поверхности, причем поверхность с меньшим С 
вложена внутрь поверхности с большим С. 

Пусть в какой-либо момент изображающая точка М1 находится на 
поверхности V≥C2; если при движении системы производная dV/dt<0, то 
с течением времени изображающая точка перемещается к поверхности 
V=C2. Следовательно, фазовая траектория пронизывает вторую 
поверхность, лежащую внутри первой. 

Достаточное условие устойчивости «в большом»: если 
изображающая точка при движении пронизывает поверхности 
семейства в направлении снаружи внутрь и с течением времени 
неограниченно приближается к точке равновесия, то система устойчива 
в большом. 

Условие dV/dt<0 не является необходимым, т.к. могут существовать 
фазовые траектории, идущие от внутренних поверхностей к внешним, 
но направляющиеся к особой траектории, например, устойчивому 
предельному циклу. 

Недостатки прямого метода Ляпунова: отсутствие общих приемов 
отыскания функции Ляпунова и невозможность оценки, насколько 
достаточные условия в большом уже необходимых условий 
устойчивости. 

Пример. Найти прямым методом Ляпунова условия устойчивости в 
большом электрической системы, представленной схемой "станция-
шины". 

Нелинейное дифф. уравнение движения синхронной машины, 
соединенной с системой, в простейшей (консервативной) идеализации 

( )[ ] δ−=ωω=δ sin; 0 jj xTEUTPdtddtd    (1) 

Введем обозначения ( )jj xTEUBTPA == 40 . 
Найдем функцию Ляпунова. Для электрической системы в 

консервативной идеализации при выборе функции Ляпунова 
используем энергетический подход. Функция Ляпунова запишем в виде 
первого интеграла движения синхронной машины, имеющего 
физический смысл полной энергии системы. Для этого разделим второе 
уравнение на первое в исходной системе (1) 

( ) ( ) ( ) ωδ−=δω /sinBAdtddtd . 
Разделим переменные и проинтегрируем, получим 

CBA =δ−δ−ω cos5.0 2   (2) 
Выражение (2) характеризует полную энергию системы, состоящей 

из кинетической (первый член суммы) и потенциальной энергии 
(остальные слагаемые). Траектории рассмотренной электрической 
системы в фазовой плоскости [δ,ω] являются контурами рис.6. 

 
 
Изменение полной энергии по времени запишем как 

( ) ( ) ( ) ( )dtdddCdtdddCdtdC δ⋅δ+ω⋅ω= . 
Используя (2) и (1), найдем 

( ) 0sinsin =δω+ω−δ−ω= BACAdtdC    (3) 
Следующий из(3) вывод о равенстве нулю изменения полной 

энергии в контуре С означает, что системы переведенная в результате 
возмущения из точки О в точку М, лежащую на траектории Сi, будет 
совершать движение по этой траектории. Если траектория замкнутая, то 
система устойчивая. 

Функция (2) может быть функцией Ляпунова, поскольку 
удовлетворяет требованиям к функциям этого класса: 

1) V(δ,ω)>0 в некоторой области вокруг начала координат, 
совмещенного с устойчивым положением равновесия; 

2) dV/dt<0  вовсем пространстве. 
Областью устойчивости системы (1) является часть окружающего 

начало координат пространства, ограниченного самой большой 
замкнутой поверхностью С=Vгр, соответствующей граничному 
значению функции Ляпунова. Эта функция проходит через особую 
(седловую) точку, координаты которой необходимо определить. 



Как известно, особые точки находятся приравниванием нулю 
правых частей исходных дифф. уравнений переходного процесса (1) 

)/arcsin(;0sin;0 0 BABA =δ=δ−=ω  
При А<B имеется два положения равновесия: центр О1 [δ0,0] и 

седло О2 [π-δ0,0].  
Замкнутая часть сепаратрисной кривой Vгр, проходящей через 

седло, определяет область устойчивости системы в большом. 
Математически критерий устойчивости запишется так: 
   V< Vгр 

 

 
 
Поиск решений с помощью оптимизационных методов 
Понятие оптимальности. Математическая модель 

оптимизационной задачи. Методы реализации моделей. 
(см. курс лекций «Оптимизация режимов энергосистем») 

Очень часто в расчетах задачах электроэнергетики требуется найти 
оптимальное решение. 

Оптимизация – процесс выбора наилучшего варианта из множества 
возможных или процесс приведения системы в наилучшее состояние. 

Понятие «наилучший» неконкретно. Поэтому вводится понятие 
оптимального по некоторому критерию решения. Критерий является 
количественной оценкой понятия «наилучший», представляется в виде 
критериальной целевой функции (ЦФ). 

Значение целевой функции зависит от параметров или переменных, 
изменение которых влияет на состояние объекта оптимизации и, 
следовательно, на степень достижения поставленной цели. Между 
параметрами может быть связь, представленная в виде равенств и (или) 
неравенств, называемых ограничениями. 

Цель оптимизации – найти такие значения параметров, при которых 
целевая функция достигла бы своего экстремального значения и при 
этом не нарушались бы заданные ограничения. 

Математически: найти значения параметров для ЦФ 
min(max)),...,,( 21 →= nxxxFZ  

где nxxx ,...,, 21  – независимые переменные 
при ограничениях в виде J равенств 0),...,,( 21 =ϕ nj xxx  

и K неравенств     0),...,,( 21 =ψ nk xxx . 
На переменные nxxx ,...,, 21  могут также накладываться требования 

неотрицательности, дискретности и т.п. 
Следует также отметить, что, если ЦФ задана в виде 

max),...,,( 21 →= nxxxFZ , 
то она может быть приведена к ЦФ вида 

min),...,,( 2111 →= nxxxFZ  
путем изменения знака функции на противоположный. 

),...,,(),...,,( 21121 nn xxxFxxxF −= . 
Примеры задач оптимизации в электроэнергетике: выбор 

конфигурации электрической сети, числа цепей, напряжений, сечений 
проводов, силового оборудования; распределение активных и 
реактивных мощностей; задачи развития энергосистемы; оптимального 
распределения нагрузок; график ремонтов и т.п. 

В некоторых задачах оптимизации может быть несколько 
критериев, т.е. ищется набор переменных, который приводит к 
наилучшему результату одновременно по нескольким критериям – 
многокритериальные задачи. 

Классификация оптимизационных задач (по постановке): 
Детерминированная задача или задача математического 

программирования – если переменные – детерминированные величины, 
ЦФ и ограничения – неслучайные функции. 

Стохастические – либо переменные, либо функция, либо 
ограничения – случайны. 

Задачи математического программирования подразделяются на 
задачи линейного и нелинейного программирования. 

В задачах линейного программирования функция цели и условия 
ограничения является линейными: 

0min(max)),...,,(
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В задачах нелинейного программирования либо функция цели, либо 
ограничения, либо то и другое нелинейны. Различают два вида задач 
нелинейного программирования: выпуклого программирования и 
многоэкстремальные. В первых случаях ЦФ является гладкой, а 
ограничения представляют собой выпуклое множество. График 
выпуклой функции лежит выше касательной гиперплоскости. Если 
такая функция дифференцируема, то матрица вторых производных во 
всех точках неотрицательна. 

Особенность задач выпуклого программирования – наличие только 
одного экстремума (глобального). Поэтому решение находится либо в 
точке экстремума, либо на границе области существования переменных, 
определенной ограничениями. 

Если в задаче математического программирования переменные 
могут принимать только дискретные значения (0 или 1 или др.), то это 
задача дискретного программирования. (В энергетике большинство 
задач такого типа: выбор числа элементов, их состояние: вкл, выкл.; 
номинальные напряжения и т.п.). 

Методы решения оптимизационных задач многообразны. Можно 
искать оптимальное решение методом «слепого поиска» или 
«применить процесс случайного поиска», «сканирования», «метод 
тыка», что все одно и то же: многократно решается задача и из 
полученных решений выбирается наилучшее. Есть возможность 
проскочить действительно оптимальное решение или искать его долго. 

Используют свойства функций с точками экстремума или поиск с 
анализом промежуточных результатов. 

Чаще всего в реальных задачах имеется неполная и неточная 
исходная информация. Поэтому математические модели для их решения 
строятся с рядом допущений и упрощений, а для их реализации 
требуется определить допустимую погрешность и ограничить время 
решения. 

 

Классические методы решения задач оптимизации. 
К классическим относятся методы, основанные на свойстве гладких 

функций иметь в точках локальных экстремумов частные производные, 
равные 0.  

Метод  дифференциального  исчисления .  Суть метода 
заключается в составлении системы n уравнений из частных 
производных от ЦФ по ее параметрам, приравнивании их 0, и ее 
решении. 

При наличии m ограничений задача усложняется и м.б. нерешаема. 
Она имеет решение, если уравнения ограничений достаточно просты, 
чтобы выразить независимые переменные через зависимые и перейти к 
системе n-m уравнений. 

Для выпуклых функций имеется одно решение, соответствующее 
глобальному экстремуму, для невыпуклых – несколько, называемых 
стационарными. 

Метод  неопределенных  множителей  Лагранжа .  Суть метода 
заключается в составлении функции Лагранжа, включающей в себя все 
ограничения 

[ ]∑
=

ϕ−λ+=λ
m

j
jjj XbXFXL

1
)()(),( , 

где jλ  – постоянные множители, называемые множителями Лагранжа. 
Доказано, что стационарные точки F(X) существуют для тех же 
переменных, что и L(X,λ). 

Считая, что L(X,λ) непрерывна вместе со своими частными 
производными, далее решение, как в методе дифференциального 
исчисления: составляется система n+m уравнений из частных 
производных по Х и λ, они приравниваются 0, решается система. 

Алгоритм усложняется при наличии ограничений в виде неравенств. 
В этом случае от неравенств удобнее перейти к ограничениям-
равенствам, введя дополнительные переменные.  

Например, дано А<x1<B, преобразуем в x1+xn+1=А; x1-xn+2=B.  
Доказано, что в точке экстремума или дополнительные переменные, 

или соответствующие множители Лагранжа равны 0. Поэтому для 
упрощения СЛАУ задача прорешивается с учетом 2-х, 3-х и т.д. 
ограничений. Найденные решения сравниваются между собой и из них 
выбирается экстремальное. 

Симплекс-метод . Применяется для решения задач линейного 
программирования (ЗЛП), т.е. формулируется следующим образом: 



найти переменные nxxx ,...,, 21 , удовлетворяющие заданной системе 
ограничений 
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Такие, чтобы целевая функция min(max))(
1

→= ∑
=

n

i
ii xrXF достигла 

своего экстремального значения. (Если коэффициенты при неизвестных 
принимают значения 0 или 1, то такая задача называется транспортной и 
решается с помощью распределительного метода с использованием 
приема "северо-западного угла"). Симплекс-метод для действительных 
значений коэффициентов. 

Симплекс-метод требует представления модели в каноническом 
виде. Для этого над заданными уравнениями выполняются следующие 
преобразования: 

1) если требуется найти максимум ЦФ, то выполняют переход к ее 
минимизации [ ])(min)(max 1 XFXF −−= ; 

2) система ограничений должна содержать неравенства одного 
знака, что достигается изменением знака правой и левой части 
неравенств; 

3) преобразуют ограничения-неравенства в ограничения-равен-ства 
с помощью введения дополнительной неотрицательной переменной, т.е. 
неравенство заменяют двумя равенствами; 

4) если на знак переменной не наложено ограничение 
неотрицательности, заменить ее разностью двух неотрицательных 
переменных 0;0; ≥≥−= iiiii wzwzx ; 

5) если в правой части полученных равенств есть отрицательные 
свободные члены, умножить обе части уравнений на (-1). 

В результате преобразований математическая модель записывается 
следующим образом: 

определить min)(
1

0 →+= ∑
=

n
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при выполнении ограничений 
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Переменные, входящие в ЦФ и в правую часть равенств, 
называются независимыми или свободными переменными, а остальные 
(yi) – зависимыми или базисными. 

Суть метода: значения свободных переменных можно варьировать в 
области положительных чисел так, чтобы базисные переменные не 
стали отрицательными. Каждое такое решения называется допустимым 
базисным решением, ему соответствует определенное значение ЦФ. 
Переходя от одного базисного решения к другому, определяется 
минимальное значение ЦФ. Процесс перебора носит упорядоченный 
характер и определяется симплекс-алгоритмом: 

1. приведение задачи к каноническому виду. В каждом уравнении 
д.б. базисная переменная с коэффициентом, равным 1. 

2. составление симплекс-таблицы. 
 а) левый крайний столбец=номера i базисных переменных (m) 
 б) верхняя строка=номера j свободных переменных (n) 
 в) на пересечениях в столбце j коэффициенты из уравнений 
 г) в правом столбце=постоянные члены уравнений 
 д) в нижней строке=коэффициенты ЦФ 
 е) в последней ячейке=свободный член ЦФ с противоположным 

знаком. 
Пример: 2х1  -х3+ 3х4+   х8 =1 
   х2  +3х4    =2 
  2х1     +х7  =6 
    х3  +х6   =6 
  -2х1  +х3 -3х4+х5   =2 
 
ЦФ:  4х1-6х3+9х4+66 
 
 
 



Симплекс-таблица:  1 3 4  
    8 2 -1 3 1 
    2 0 0 3 2 
    7 2 0 0 6 
    6 0 1 0 6:1 
    5 -2 1 -3 2:1 
     4 -6 9 -66 
3. осуществление симплекс-шага или замена базиса до тех пор, пока 

нижняя строка не будет вся положительна (без свободного члена) – это 
минимум ЦФ.  

а) выбираем разрешающий столбец j, соответствующий 
минимальному отрицательному числу в строке коэффициентов ЦФ. 
Если все коэффициенты разрешающего столбца отрицательны - 
минимума не существует (конец решения). (В примере –6, одно 
отр.знач); 

б) выбор разрешающей строки i: для всех положительных 
коэффициентов разрешающего столбца вычисляется отношение 
свободного члена в этой строке к соответствующему коэффициенту 
разрешающего столбца, из них выбирается минимальное – это даст 
разрешающую строку и разрешающий элемент (в примере 5-я строка); 

в) замена базиса 
– сменить местами индекс свободной переменной для 

разрешающего столбца в верхней строке на индекс базисной 
переменной разрешающей строки и наоборот; 

– пересчитать коэффициенты таблицы по правилам: 

ijij aa 1:=  - бывший базисный элемент 

Что ищем правило пример 
коэффициенты 
разрешающего 
столбца и нижний 
элемент 
(коэффициент ЦФ) 

новое значение := (минус то, 
что есть в столбце, т.е. старое 
значение) × (разрешающий 

элемент новый) 

-(-1)⋅1=1 
-(0)⋅1=0 
-(0)⋅1=0 
-(1)⋅1=-1 
-(-6)⋅1=6 

коэффициенты 
разрешающей 
строки и свободный 

новое значение :=  
(то, что есть в строке, т.е. 

старое значение) × 

(-2)⋅1=-2 
(-3)⋅1=-3 

2)⋅1=2 

член в правом 
столбце 

(разрешающий элемент 
новый) 

остальные 
коэффициенты, 
кроме уже 
определенных, по 
столбцам и столбец 
свободных членов 

новое значение: = старое - (то, 
что уже подсчитано в новом 
столбце в разрешающей 

строке) × (минус значение в 
разрешающем столбце, 

подсчитанное для строки, в 
которой идет пересчет) 

2-(-2)⋅(-1)=0 
0-(-2)⋅(0)=0 
2-(-2)⋅(0)=2 

0-(-2)⋅(+1)=2 
4-(-2)⋅(-6)=-8 
3-(-3)⋅(-1)=0 

и т.д. 
 

2-я симплекс-таблица:  1 5 4  
    8 0 1 0 3 
    2 0 0 3 2:3 
    7 2 0 0 6 
    6 2 -1 3 4:3 
    3 -2 1 -3 2 
     -8 6 -9 -54 
3-я симплекс-таблица:  1 5 2  
    8 0 1 0 3 
    4 0 0 1/3 2/3 
    7 2 0 0 6:2 
    6 2 -1 -1 2:1 
    3 -2 1 1 4 
     -8 6 3 -48 
 
4-я симплекс-таблица:  6 5 2  
    8 0 1 0 3 
    4 0 0 1/3 2/3:(1/3) 
    7 -1 1 1 4:1 
    1 1/2 1/2     -1/2 1 
    3 1 0 0 6 
     4 2 -1 -40 
 
5-я симплекс-таблица:  6 5 4  
    8 0 1 0 3 
    2 0 0 3 2 
    7 -1 1 -3 2 
    1 1/2 -1/2     3/2 2 
    3 1 0 0 6 



     4 2 3 -38 
 
Решение в правом столбце: х8=3  х2=2  х7=2  х1=2  х3=6 
Остальные переменные – нулевые: х4=0  х5=0  х6=0 
Минимум ЦФ = 38 (см. в табл. и подставив в равенство) 

 
 

Транспортная  задача . Частный случай ЗЛП, т.е. формулируется 
следующим образом: найти неотрицательные переменные nxxx ,...,, 21 , 
удовлетворяющие заданной системе ограничений 
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11
, то транспортная задача называется закрытой. 

Типичная транспортная задача – задача перевозок. Допустим, 
имеются 3 поставщика и 4 потребителя, известны стоимости перевозок 
груза от любого поставщика к любому потребителю. Это удобно 
показать в виде таблицы: 

 
Запросы 

потребителей 
 

возможности 
поставщиков 

20 110 40 110 

60 1 
20 

2 
40

5 
0

3 
0

120 1 
0 

6 
0

5 
40

2 
80

100 6 
0 

3 
70

7 
0

4 
30

 
Начинается распределение по методу северно-западного угла с верхней 
левой клетки. Первый потребитель требует 20 единиц груза. С 
одинаковой стоимостью груз можно перевезти от 1 и 2 поставщиков. 
Пусть взяли груз от первого поставщика. Тогда от 2 и 3-го поставщиков 
берем по 0 груза. Второй потребитель может взять с самой дешевой 
стоимостью перевозки от 1 поставщика только 40 единиц груза, 
остальные потребители от 1 поставщика уже ничего не возьмут, т.к. 
резерв 1 поставщика исчерпан. 
2-й потребитель недостающие 70 единиц груза возьмет от 3 поставщика, 
т.к. у него стоимость дешевле. Оставшиеся 30 единиц груза у 3-го 
поставщика выгоднее взять 4 потребителю, недостающий остаток в 80 
единиц он возьмет у 2-го поставщика. Тогда 3-й потребитель получит 
свой груз у 2-го поставщика. В такой раскладке ЦФ=790. 

Возможный вариант начала со 2 поставщика (перемена строк) 
 

Запросы 
потребителей 

 
возможности 
поставщиков 

20 110 40 110 

60 1 
0

2 
50

5 
0

3 
10 

120 1 
20

6 
0

5 
0

2 
100 

100 6 
0

3 
60

7 
40

4 
0 

 
Здесь ЦФ=810. Лучше вариант 1. 
 
Оценим вариант такой перестановки столбцов 
 

Запросы 
потребителей 

 
возможности 
поставщиков 

110 20 40 110 

60 2 
60

1 
0

5 
0

3 
0 



Запросы 
потребителей 

 
возможности 
поставщиков 

110 20 40 110 

120 6 
0 

1 
20

5 
40

2 
60

100 3 
50 

6 
0

7 
0

4 
50

 
ЦФ=810. 
 
Существует алгоритм определения оптимального решения. 
Для каждой клетки определяется оценка свободной клетки. Для 
оптимального решения все оценки свободных клеток д.б. 
неотрицательны. Для базисного распределения табл. 1 найдем, 
например, оценку свободной клетки (1,3). Для этого дадим в эту клетку 
единичную поставку. Тогда распределение поставок изменится в 
соответствии с таблицей 4. 
 

Запросы 
потребителей 

 
возможности 
поставщиков 

20 110 40 110 

60 1 
20 

2 
39

5 
1

3 
0

120 1 
0 

6 
0

5 
39

2 
81

100 6 
0 

3 
71

7 
0

4 
29

 
Заметим, что изменение распределения д.б. замкнутым. 
ЦФ4=20+2*39+3*71+5+5*39+2*81+4*29=789 
Изменение ЦФ4-ЦФ1=-1 или =2*(-1)+3*1+5*1+5*(-1)+2*1+4*(-1)=-1  
(вторым способом легче считать). 

Для достижения оптимального решения увеличиваем поставку в клетке 
с отрицательной оценкой до тех пор, пока другая несвободная клетка не 
станет равной 0 (смена базиса!). 
Далее вновь оценивается решение оптимально ли оно, т.е. оценки всех 
свободных клеток д.б. неотрицательны. Если есть отрицательная 
оценка, то для той клетки увеличиваем поставки, пока какая-то базисная 
клетка не обратится в 0. И т.д. Круг замкнулся. 
Для нашей задачи оптимальное решение следующее: 
 

Запросы 
потребителей 

 
возможности 
поставщиков 

20 110 40 110 

60 1 
10

2 
10

5 
40

3 
0 

120 1 
10

6 
0

5 
0

2 
110 

100 6 
0

3 
100

7 
0

4 
0 

 
ЦФ5=760 (min !) 
 

 
Поиск решений с помощью оптимизационных методов 

(продолжение темы) 
Метод динамического программирования (ДП). 
Динамическое программирование представляет собой 

математический аппарат для решения нелинейных оптимизационных 
задач. Этим методом решаются задачи оптимального управления 
многошаговыми процессами путем сведения многомерной задачи к 
последовательности простых одномерных оптимизационных задач. 
Целевая функция оптимизации может быть как гладкой, так и 
негладкой, что затрудняет использование классических методов 
оптимизации. 

Специфика метода ДП заключается в том, что весь процесс 
оптимизации разбивается на шаги (этапы), причем каждый раз 



оптимизируется ЦФ только на одном шаге, т.е. при принятых условиях. 
Разбиение на шаги иногда происходит естественно, иногда приходится 
придумывать искусственные приемы. Например, при оптимальном 
планировании профилактических ремонтов агрегата процесс можно 
разделить во времени, шагом м.б. сутки или недели; при оптимальном 
распределении нагрузки между агрегатами для одного момента времени 
процесс разбивается в пространстве и шагу соответствует один агрегат. 

Для каждого i-го шага процесса оптимизации определяются 
параметры: хi– входные, уi – выходные, Fi– ЦФ на i-том шаге, ri –  
принимаемое на i-том шаге решение. 

Значение ЦФ должно быть равно сумме значений ЦФ на каждом 
шаге оптимизации. Это свойство называется аддитивностью ЦФ. 

Оптимальное управление определяют на каждом шаге и его нужно 
выбирать так, чтобы учесть последствия выбора на следующих шагах. 
При этом выход i-го шага является входом следующего шага. 
Управление на последнем шаге нужно выбрать таким, чтобы ЦФ была 
оптимальной. Т.е. процесс удобнее начать с конца, выдвинув 
предположение, чем закончился предыдущий шаг. Это приводит к 
понятию условно-оптимального управления – оптимального 
управления, найденного в предположении, что предыдущий шаг 
закончился так-то.  

Руководствуясь этим принципом, процесс нахождения 
оптимального управления начинают с конца: вначале находится 
условно-оптимальное управление для каждого возможного исхода 
предпоследнего шага, затем – на предпоследнем для каждого 
возможного исхода предыдущего (2-го с конца) шага и т.д., пока не 
дойдем до первого шага. На первом шаге не надо выдвигать 
предположений о состоянии системы: мы знаем, с чего начался процесс, 
и можем определить безусловно оптимальное управление для первого 
шага. 

Математическое описание анализа многошагового процесса 
оптимизации основано на использовании рекуррентных соотношений: 

∑
−

−−−+ψ=
1

111 ),(opt),,(),(
i

iiiriiiiiii rxFyrxrxF ,    (10.1) 

где     0)();,( 001 =ϕ== − xrrxxy iiiii .   (10.2) 

Уравнение (10.1) отображает следующее: для каждого i-го шага 
оптимальное значение ЦФ процесса оптимизации есть сумма ЦФ на i-
том шаге плюс оптимальное значение ЦФ на шагах на шагах от 1 до (i-
1). Уравнение (10.1) выражает принцип относительности Беллмана: 
каково бы ни было состояние исследуемой системы в результате какого-
то числа шагов, необходимо выбрать управление на текущем шаге так, 
чтобы оно в совокупности с оптимальным управлением на всех 
последующих шагах приводило к максимальному выигрышу на всех 
оставшихся шагах, включая данный. 

Градиентные методы. 
В прикладных электроэнергетических задачах ЦФ не всегда 

удовлетворяет требованиям выпуклости, т.е. возможно несколько 
экстремумов. Она м.б. аналитически сложной. В этом случае широкое 
применение получили численные итерационные методы оптимизации – 
градиентные во множестве модификаций. 

Простой  градиентный  метод: значения независимых 
переменных меняют на следующем шаге таким образом, чтобы 
изменение ЦФ происходило в сторону, противоположную градиенту 
(min!). 

Градиент – это вектор, направленный перпендикулярно касательной 
к линии равного уровня в сторону наибольшего увеличения ЦФ, 
определяемый как геометрическая сумма частных производных ЦФ по 
всем независимым переменным. 

Следовательно, итерационная процедура градиентного метода 
описывается так: 

)(1 iii XFXX ∇⋅α−=+ ,   (10.3) 

где   

n

i

x
F

x
F
x
F

XFXF

∂
∂

∂
∂
∂
∂

==∇
...

)(grad)( 2

1

      (10.4) 

 



 
 
 
 
 

Рис. Траектории поиска экстремума а) без ограничений; 
   б) при наличии ограничений 
 
Окончанием поиска оптимального значения может служить 

возрастание ЦФ в некоторой точке поиска минимума или достижение 
заданной точности ЦФi-ЦФi-1≤ ε . 

Модификации метода отличаются выбором шага α. Может быть 
постоянный шаг, может дополнительно на каждом шаге оптимизации 
вычисляться шаг из условий обеспечения максимального уменьшения 
ЦФ в заданном направлении (метод с вычислением производной, метод 
деления отрезка пополам, метод «золотого сечения» и т.п.). Используют 
часто совокупность методов выбора шага α: на участках вдали от 
оптимума шаг постоянный и большой, вблизи предусматривается 
возможность его  уменьшения. 

Оптимизация выполняется только по независимым переменным. 
Преимущество метода в точности нахождения оптимума ЦФ. 

Недостатки: сложность решения при большом числе переменных, 
возможность попасть на локальный экстремум, чувствительность к 
масштабным преобразованиям. 

Метод  наискорейшего  спуска : в начальной точке определяем 
градиент и движемся против этого направления (min!) до тех пор, пока 
по этой линии не достигнем минимума ЦФ. Затем пересчитывается 
градиент и направление меняется. И т.д. Шаг в одном направлении не 
постоянен, не выбирается.  

Метод  покоординатного  спуска: поиск решения производится 
поочередно по каждой переменной, т.е. итерационный процесс 
происходит по одной переменной при неизменных других до тех пор, 
пока производная ЦФ по выбранной переменной не будет равна 0 или 
близка к нему. Затем выбирается другая переменная и т.д. 

Преимущество: не надо решать матричных уравнений (или систему 
уравнений). Недостаток: узкая область применения - 

немногоэкстремальные задачи, т.к. обеспечивается нахождение 
локальных экстремумов, а не глобального. 

Релаксационный  метод : метод релаксации (ослабления) 
характеризуется тем, что на каждом шаге или на нескольких шагах 
итерации производятся приращения той переменной, изменение 
которой дает наибольший результат, т.е. наибольшее уменьшение(min!) 
ЦФ (модификация покоординатного спуска). 

Метод  штрафных  функций : один из самых распространенных 
для оптимизационных нелинейных задач с наличием ограничений. Суть 
его: свести к задаче нелинейного программирования без ограничений.  

Задача: найти минимальное значение ЦФ F(X), где Х={x1,x2,..,xn} 
при условиях nixmjbX ijj ,..,2,1,0,..,2,1,)( =≥=≤ϕ . Находится 
минимальное значение не F(X), а 

Z(X)=F(X)+H(X), 
где H(X) – функция, определенная системой ограничений и называемая 
штрафной. Ее можно строить различными способами, чаще всего 
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а jα <0 – некоторые постоянные числа, весовые коэффициенты. 

Точность решения зависит от выбора α. Чем больше α, тем выше 
точность, но при больших значениях α ЦФ начинает носить овражный 
характер и процесс нахождения минимума замедляется. 

Используя штрафную функцию, последовательно переходят от 
одной точки к другой до тех пор, пока не получат приемлемое решение. 
Формула итерационного процесса: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

∂

ϕ∂
α+

∂
∂

+= ∑
=

+ m

j i

i
j

j
k

i
i

k
i

k X
X

X
XFxx

1

1 )()(;0max . 

Из последнего соотношения следует, что если предыдущая точка 
находится в области допустимых решений исходной задачи, то второе 
слагаемое в квадратных скобках равно нулю и переход к последующей 



точке определяется только градиентом ЦФ. Если же указанная точка не 
принадлежит области допустимых решений, то за счет данного 
слагаемого на последующих итерациях достигается возвращение в 
область допустимых решений. При этом, чем меньше α, тем быстрее 
находится приемлемое решение, однако точность его снижается. 
Поэтому итерационный процесс обычно начинают при сравнительно 
малых значениях α и постепенно увеличивают. 

Применение градиентных методов для решения САУ. 
Нельзя полагать, что методы оптимизации можно использовать 

только для конкретно сформулированных задач поиска наилучшего 
решения. 

На третьем курсе при изучении дисциплины "Мат. задачи в 
электроэнергетике" мы рассматривали установившиеся режимы 

 
Поиск решений с помощью оптимизационных методов 

(продолжение темы) 
Применение оптимизационных методов для решения задач 

расчета установившегося режима. 
Динамическое программирование представляет собой 

математический аппарат для решения нелинейных оптимизационных 
задач. Этим методом решаются задачи оптимального управления 
многошаговыми процессами путем сведения многомерной задачи к 
последовательности простых одномерных оптимизационных задач. 
Целевая функция оптимизации может быть как гладкой, так и 
негладкой, что затрудняет использование классических методов 
оптимизации. 

 

Методы минимизации функции ошибки. 
Для СЛАУ вида Ах=b точность приближения итерационного 

процесса к решению можно оценить по следующим показателям: 
1) вектор ошибки xxY −= * , где х – вектор, полученный на 

некоторой итерации, х* – решение СЛАУ; 
2) вектор невязки Axbr −= . 

В точке решения как вектор невязки, так и вектор ошибки нулевые. 
Если А – положительно определенная матрица, то удобной мерой 
точности является скалярная функция ошибки, определяемая как 
положительно-определенная квадратичная форма 

AYYxF t=)( .    (1) 
Очевидно, что F(x)>0 при любых xxY −= *  ≠0 и F(x)=0 при х=х*. 

Следовательно, функция ошибки имеет нулевой минимум в точке 
решения, т.е. можно построить алгоритм поиска минимума функции и с 
его помощью найти решение СЛАУ. 

Однако, определить F(x), не зная точного решения, невозможно, 
поэтому приведем выражение (1) к удобному виду 

( ) ( ) AxxAxxAxxAxxxxAxxxF tttttt +−−=−⋅⋅−= ***)( *** . 

Учтем, что Ax*=b, тогда и ttt bAx =* , поскольку tAA =  для 
положительно определенной матрицы, то tt bAx =* . Проведя замены, 
получим 

bxbxxbAxxxF tttt
*)( +−−= .   (2) 

Последний член в сумме – постоянный, поэтому минимум функции 
F(x) и минимум функции 

bxxbAxxxf ttt −−=)(    (3) 
будут при х=х*, хотя и будут отличаться по величине, что для нас 
неважно. Поэтому задачу решения СЛАУ с положительно определенной 
матрицей А можно свести к задаче определения минимума функции f(x). 

Для проведения преобразований удобнее функцию (3) представить в 
виде скалярного произведения. Скалярное произведение векторов 

αβ=αβ=βα=βα tt ),(),( . Тогда 
),(2),()( bxAxxxf −=    (4) 

Непосредственное определение минимума через производную 
приводит к исходной задаче. Поэтому организуем итерационный 
процесс минимизации, который сочетал бы простоту расчета на каждом 
шаге с быстротой сходимости. Итерационный процесс построим 
следующим образом:  

)()()()1( kkkk chxx +=+ ,   (5) 



где )(kh – скалярная величина, определяющая шаг изменения х,  
)(kc – вектор, определяющий направление изменения х. 

Методы минимизации функции ошибки отличаются выбором с и h. 
В соответствии с их выбором разные модификации итерационной 
процедуры минимизации. 

Метод  скорейшего  спуска  – выбирается с и h так, чтобы на 
каждой итерации f(x) уменьшалось максимально. 

1) в качестве направления выбирается такое, которому 
соответствует максимальное уменьшение f(x) из точки )(kx , т.е. 

( ) min
0

)()()(
)(

=+
=kh

kkk chxf
dh
d  

при одинаковой длине вектора )(kc  в разных направлениях 
2) при выбранном )(kc  определяется такое )(kh , которое 

обеспечивает минимум функции вдоль )(kc , т.е. 

( ) 0)()()( =+ kkk chxf
dh
d . 

Раскрыв выражение функции и выполнив операции нахождения 
производных, получим, что направление наибольшего убывания 
функции – это направление по антиградиенту, а величина вектора 
направления )()( kk rc = - вектор невязки. Шаг изменения функции 
получим 

( ) ( ))()()()()( ,, kkkkk Arrrrh = , 
а функция ошибки убывает в соответствии с формулой 

( ) ( ))()(2)()()()1( ,,)()( kkkkkk Arrrrxfxf −=+ . 
Отметим, что направление шага в МСС может заметно отклоняться 

от направления на минимум. Объясняется это тем, что данное 
направление определяется по наибольшему убыванию функции f(x) в 
начальной точке шага, а это не означает, что данному направлению 
соответствует наибольшее конечное уменьшение функции. Поэтому 
отклонение от этого направления может даже увеличить сходимость. 
Если еще учесть, что вычисление скалярного произведения в числителе 
и знаменателе на каждом шаге достаточно трудоемко и сложно, то 

вполне разумно подумать о другом варианте нахождения минимума 
функции ошибки. 

Метод  покоординатного  спуска  – выбирается такой путь, 
чтобы на каждой итерации вычисления максимально просты. 
Естественно, проще всего выбрать поочередное изменение каждой из 
переменных на шаге, т.е. на первом шаге изменяется только х1, на 
втором – х2 и т.д. 

В этом случае  )0()0()0()1( chxx += ,  

где 
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В результате выполнения этого шага 
 
 
 


